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2 types d’actions mécaniques

Un vecteur avec 4 caractéristiques : Un vecteur avec 4 caractéristiques

* Un point d’application (contact) (direction perpendiculaire au plan 2D)
Force [N] Une direction (verticale) Moment [N'm]
* Unsens (vers le bas) Ou sa représentation simplifiée : une
* Uneintensité (norme de F) fleche courbe dans le plan 2D
. d
1

M (F,A) =+F x d

F.=|F =F i '
5 : <= XC?S“| xeose Relation masse [kg] - poids [N] :
_ Fy:|F><sma|:F><s1na N

Fx —> TP
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P=mxg Par simplification dans les

5 calculs, on prendra g=10 m/s2.




Descente de charges

Exemple de descente de charges
sur une structure béton armé

Descente de charges Exemple de descente de charges
Forces pancrislies O gt sur une charpente (métal, bois)

Charge
appliquée
(envert)

Descente de charges
(enrouge)




Descente de charges

La mécanique des structures
distingue 3 types de charges::

En batiment, les unités les plus adaptées aux
ordres de grandeur sont le daN et le kN.

Analyse dimensionnelle
[daN]/[m3 ] x[m]=[daN]/[m?]
[daN]/[m3 ] x[m?] =[daN]/[m]
[daN]/[m3 ] x[m3] =[daN]

On doit toujours veiller a
ce que les dimensions et
unités soient homogénes

Force volumique

Force surfacique

Force linéique

Exemple 1:

Poids volumique béton :

N kN
=25000— =25—
r m m

On le transforme généralement en
force résultante (ponctuelle) : pour
I'appliquer en un seul point, au
centre de gravité.

Exemple 4 :

Pour un volume V = Lx/[xh.
Comment passer de la force
volumique a la résultante
ponctuelle ?

|R:;/><V:;/><(L><I><h)|

Equation aux dimensions :

,}%’/xm"/:kN \J
1)E

crire
'unité du
résultat
souhaitée

3) En déduire

'unité qui
2) Ecrire permet d’obtenir
I‘unité-' des le résultat.
d9nnee§ de Trouver les
'énoncé dimensions qui

correspondent a
cette unité

Exemple 2 :

Surcharges d’exploitation
réglementaires

Lycée, parties communes :

q= SOOM
m?
Exemple 5 :

Pour une plaque d'épaisseur h.
Comment passer de la force
volumique a la force surfacique

équivalente (résultante surfacique)
?

Equation aux dimensions :

kN kN
—xm=—5
m m
Exemple 6 :

La plaque a des dimensions L x/ .
Comment passer de la force
volumique a la résultante
ponctuelle ?

Rzrx(Lxl)

Equation aux dimensions :

%me:kN

Exemple 3 :

Poutre métallique IPE400
kg

M as‘%IInéique = 66’3 T
m

Dol :

g = 6639N
m

Attention : 5 (la force linéique) est

utilisé pour les charges
permanentes et n’a rien a voir avec
()

g (10kN/kg), l'accélération
gravitationnelle.

N




Descente de charges
La réglementation (Eurocodes) distingue 2 familles de charges

Actions fixes dites
permanentes

Actions variables
dites d’exploitation

Actions variables
dites climatiques

Actions variables dites haut “chargé”

Polds plancher

accidentelles

Le poids propre noté G

Les charges
d’exploitation notées Q

La neige notée Sn
Le vent noté W

Impact accidentelle noté A

L. , Poids plancher
Séisme notée AE bas “changé”

@?)

T

La descente de charges
consiste a identifier les
éléments porteurs
(jusqu’aux fondations)
et a cumuler les actions
qui s’appliquent dessus.

exemples
ELU:1,35G+1,5Q+SnouW
ELS:G+Q+SnouW

[l faut distinguer dans ce cumul les actions des
différentes familles car la réglementation impose des
combinaisons d’actions avec des coefficients
différents. Il existe 2 cas d’étude : ELU (Etats Limites
Ultimes, pour le dimensionnement avant la ruine), et
ELS (Etats Limites de Service, vérification vis a vis de
la durabilité)




Descente de charges

On distingue 2 types de descente de charges :

1- sur une bande d’ouvrage de 1ml Variante pour la bande de 1ml : structure a
planchers et porteurs transversaux paralleles

(refends ou poutres)

Surface E Vue de dessus
Poids propre de la toiture : vertical d’influenke <

Charge de neige : verticale
[daN/m? de surface projetée]

' S v

[daN/m? de surface de couverture]

Effet du vent : normal a la couverture
\ [daN/m? de surface de couverture]
Charge dexplartation ! ! !

Charge permanente

TTT] Poids propre du
Surface ¥ murdefacade ) .
Tinfluence ; Variante : en charpente, au lieu de prendre une
bande de 1m, on utilise la ¥ distance entre fermes.
Charge permanente

l:hqrgg de 1p|i}:h:| Fion

Y
Poids propre du mur de |
u soubassement et de la I
——— fondation I Surface
e - | - e
: . d’influence
Action horizontale QL fnriu

Charpente Charpente bois

supplémentaire liée Force portante du sol :
métallique traditionnelle

aurisque sismique  (hors descente de
charge : équilibre les 9
charges du batiment)



Descente de charges

On distingue 2 types de descente de charges :

2- élément par élément Chaque élément de structure
ramene ses actions de liaison
Exemple 1: structure poteaux-poutres sur I’élément qui le porte.

La poutre reprend les charges
amenées par le plancher et despioitatan O
son poids propre.

Chamge
denplodntion Dk

I
Le poteau reprend une partie

des actions amenées par la
poutre et son poids propre.

La semelle isolée reprend les
actions reprises par le
poteau et son poids propre.

Y

"/////a




Descente de charges

2- élément par élément

Exemple 2 : systéme de poutraisons d’un plancher PP1
Le schéma ci-contre représente un plancher " o
a solivage : les charges de la dalle passent sur PC :E

les solives puis sur les poutres principales.

P51

TREMIE

PP3

PC: chevétre

Poids propres du revétement, du
L, |, | plancher, delasolive et les charges

I
A A d’exploitation d’un bureau
PC

Solive S

Poutre
secondaire PS X—— v _V X Dito + PC+ poids propre de PS

s|s|s|s |s |ps|Ps
Poutre S + PS + poids propre de PP

rincipale PP YW VW W W VY
p p A A

Fondation : semelie solée —

1"



Descente de charges EEEIBEED| t1

’. ‘ ] 4+ _.
Surfaces d’influence | f

i 44 LI | I7 N
Le plancher peut porter sur 2 ou 4 c6tés ‘ l l l , l l
(lignes de rupture a 45°). = ==
Les dalles de forme allongée portent dans un seul sens : les deux poutres les plus rapprochées (plus f,.-*”';_ “w " :F“*
petite portée) reprennent toutes les charges. - »
, X . | s L

Les dalles de forme plus carrée portent dans un seul sens : les deux poutres les plus rapprochées \?. = :-

(plus petite portée) reprennent toutes les charges.

A

Détermination des longueurs de travée des poutres : a I’axe
en charpente ou au nu des appuis en BA (béton armé).

|
Dispositif d’appui de I
type néopréne ou I
plaque .
|

Travée 1 - Longueur L1

Travée 2 - L2 Console- L3

Soit a = L avecl,, petite portée et/,, grande portée.
y

Vue en plan

12

. Pours a =<1, les dalles portent dans les deux directions /, et/ .

= Poura < les dalles portent dans un seul sens suivant la plus petite dimension/, . ],

_’lr



Descente de charges

Exemple n’1: descente de charges
sur une bande de batiment de 1m

Charges permanentes :

* Poids volumique béton armé (BA) : 2500 daN/m3
* Poids surfacique toiture-terrasse végétalisée : 200 daN/m?

Charges variables :
* Neige: Sn=45 daN/m?

* Exploitation : g=150 daN/m?

Charge CHargs Chargs
Charge Charge
Llement de siructure| Charpamsent Labégorie A ’ " 5 d sisfacigue | wolumigus N.':lil;urﬂe Pﬂé!u.ﬂ';url'le Hmﬁl::nl.t
m m m md md all 'l a3 dal dah Aak

semaolie filante permanerde |G | 0,30 oEz 0. DE6 D 7500 165
WMur soubaseamsent  |permanenis L] | 0le oo 0112 500 2B
Dalke portde RAC i T Tt G 1 450 016 0 400 2500 10D

ingp bl LAt Lo ] ] 2.34 .34 150 351
Walle Aol parmanania |G 1 016 .40 0,384 500 Sal
Plancher haut RIC  [permanante |G 1 .50 0,16 0,400 I500 1000

i Caton L] 1 .34 L .34 . 150 - J51
| Vaile Bl _|permanente |G ¥ 0,16 .40 - 0,384 = 2500
Mancher haut B+l |permanenie |G 1 250 L5 M

variabile : neige |5n i 1,34 7 45 105
Acrotére permanente |G 1 016 0,40 = 1, 8 = 2500 1
TOTAL .ﬁ E%.-—

13




Descente de charges

Exemple n°2 : descente de charges . )
sur une structure poteaux-poutres BA Surfaces de reprise des 4 fondations
On aurait pu faire une descente de charge élément
par élément (poutre continue sur 3 poteaux).
On choisit dans cet exemple la méthode

Charges variables : réglementaire avec les surfaces de reprise par poteau.

Charges permanentes :
*  Poids volumique béton armé (BA) : 2500 daN/m3

* Exploitation : g=250 daN/m?




Descente de charges

Exemplen®2:

[~
E
-
-

o S

Ll de st ey

[[Par i hict Bdl basds

(A T
hatian
Plarahs Wt BIE
—
Sarverdy ity % Is
Cragsmpm
|Epetacn

| A

Elmr da winstre

Plarefm huoh Rl fuvie
Illn:-t— fiaie Bdf Sakan

) 2 0 P )
“:-t.l...l.t.h]
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3 types de liaisons (2D)

Appui simple Articulation
w (appui double, rotule) Encastrement
@ g "";;;: ------ 7§» /(5// % Ax, Ay : 2 translations
ddl 0 w : 1rotation
(degré deliberté) (Ax, A\y, w) (A, A\;(, w) (A%, Ay, ) b dd

+ Nb réactions

Réactions

1 2 3
d’appui (Q,-R_;, m (‘FTx),-R;, m (R_)(:-FT;) m
w

Remarque:la
réaction d’appui Appareil d’appui de pont fretté
peut étre dessinée

vers ou a partir du ) L, T~ = s
point d’application. Pied de poteau '"g-J- - Pied de poteau 4 M
articulé ! encastré




3 types de liaisons (2D)

Appareils d’appuis de pont
(2D transversale et 2D longitudinale)

Version 3

Appareil d’appui a pot pour tablier de pont

v guedage lateral i i I Systéme de puidage
Plar ga Jlissemssni

" Fiille & PTFE

et

Plaling inderioure

i Déplacement transversal .
Tous déplacements autorisé Tous déplacements

autorisés ] [I] autorisés

= X =

Déplacement longitudinal Point fixe Déplacement longitudinal
FEARTON PR FLEGHSSENEN DEFLASERIENT PO CLATATN autorisé autorisé




Caractéristiques géométriques
des sections

Woidl des exemples. de sections de caracteristigues geométriques diférentes ; Bots massif [BM) Lamelé-collé {LC)

Pautres en matériaue composites (bois/bals, bolsfacier) |

E——

Fimnpaizt [de Metsiwood] Maibaret Posi {de Mitek)

Prafilés métalliques laminés b chaod :

11 Ll&d

CTr[ L L

Profilés en U Cornibres 8 adles égales ot indgales

18



Caractéristiques géométriques
des sections

Poutre en bois massif de section rectangulaire, posée sir dews applis.

B
1

On peut économiser la matiere en la localisant |1a ou elle est la plus utile dans la section. Les membrures supérieure et
inférieure d’'une poutre en | reprennent la compression et la traction dans la section ; I'ame reprend le cisaillement.

19



Caractéristiques géométriques
des sections

Définitions

Repéres d'une poutre

dbsormai designd par (G, |7, 2) figure 1)

métaliques [figure ).

Le repere d'une seclfion de poufre et

A ne pas confondre avec e repéne
(G, §.2) proposé par I'OTUA  pour les profiiés

Avporgvant, on ulilsolt le repare {Gh‘ﬂ
ffigure 3 mals | est phui&t réservd pour e sens
iongituding| de lg poutre (figune 4).)

Ay début des calguls, comma on ne salt
pos ol se siue ke CdG on ufilse un repére

5+

¥
i Y ‘w. =
° = = u N\
Moment statique * : ql 5 ;
m, = [[5.dA \ =
ou 9§ est la distance du point M a I'axe A T
mxé ”S ydA etmy = ”s x.dA figure 1) fgue 2 MRgure 2 ftigure 4) Mgwen 5
@ Moment quadratique * G Module de résistance Q - G Rayon de
(moment d,inertie de ﬂEXiOI’]) éIaStique a Ia erxion Distancedu C. d. G.dela giration
- I an w, o ode  jedenemanie
= [l on e s o Sy

. . 20
* : voir pages suivantes pour les calculs

Pour unrectangle : h/2



des sections

Caractéristiques géométriques

Formulaire (surfaces et moments quadratiques

Vé r 0 | D -
des géométries de base) .
w1 | ———
L i e i
! . *"f 25 h |
| = z & b .
3 1 : -_I..l.__h- - !ll_.--{-----—:III =
‘_ ¢ 2Rk £k : t_'
=] | kI | | |-E
p— + I, |
1 L | 1
I
&
— 2
A=bxh A= bxh ATXE R Exemple : HEA
2 l, : moment quadratique
bx h? hx b’ bx h® hx b’ axg’ W, : module de résistance élastique a la flexion
le, = D IGy: D le, = 36 IGy: 36 ez_ley=7 iy:rayon de giration
W, : module de résistance plastique a la flexion
. 1 £ z . A, : aire de cisaillement
Formulaire OTUA (profilés métalliques) v
Dimensions Masse par| Aire de Surface Caractéristiques de calcul
métre | la section de . .
h b tw tf r d P Aire de peinture Iy wel.y Iy Wpl.y sz Iz Wel.z Iz wpl.z Avy
mm|{mm| mm|{mm|mm|mm kg/m cm? m2/m| m#t| em* | em® | em [ em® |em2[ em® | em® | em | em® | em?
HEA100 | 96 | 100| 50| 8.0 | 12 | 56 16.7 21.2 0.561(33.68] 349.2 | 72.8 | 4.06 | 83.0 | 76| 133.8 | 26.8 [2.51| 41.1 | 16.9
HEA 120 |114|120| 5.0 | 8.0| 12 | 74 19.9 253 |0.677|34.06| 606.2 | 106.3 | 4.89 | 119.5 | 8.5 | 230.9 | 38.5 [3.02| 58.9 | 20.1

21




Caractéristiques géométriques
des sections

Cas des sections composées

Découpage en surfaces élémentaires - Cotation des centres de gravité C.d.C.

J w G2 ul..

ol

oL

5

LE
=

|
& ® 7




Caractéristiques géométriques

des sections

Utilisation du moment statique
AXZc=AXZ+A, X2,
zc= (A xzg, + A, x2,) [ A
z.=(5,+S,) /A

Calcul du moment quadratique
d’une forme élémentaire
Par exemple pour un rectangle
A =b.h
ey =b.hif12
I’i.'.u = h*hllﬁ]

Théoréme de Huygens

d'une surface, par rapport a n'imperte :
quel axe, a partir d'un moment :

Intérét du moment statique (noté S):
détermination de la position du C.d.G. (y; et z.)

Paur calculer 2,

Pour calculer ¥y

Pour deduire le moment quadratique ...

Rep, l["ﬂ-l'l A 5, - porropport & lawe Gy 3, * porrapport & l'ane GI.
5 <o19e | jem) - 18 S, =2 %A Ya Si = YaxA
fem]f Jem?] femj)! ferm’]

i i+l I+ i+
P |
: - i g

=

[+) ol on cjoutle | A - =

s surlaces : ’ ZA zﬂ,r E.:EIlr

[-] et
e s, s
eeterete e reteaeae e e senebe e tetean e st eesansenseenasseneanes > g™ A }’:‘-I-

Rep. | A A 15,-per rapport & 'are Gy l ¢, Bt mppart & Faxe GZ

L] .
eS| [y, (&= [Ta= | [Tar (%= |Taa=
frr] tﬂi =&, Ilﬁ"‘*‘l HH" lerv] rﬂ - Fﬂ']_ .l-l:+“l' :ml
................................................. S [em] [ [emj e
1[+) ; 4] & L4
21| :MMH* H_* [ [
T -!&F;.Ij'iu I ¥ JM=IE.J'&'

............................................................ > Huygens | : ]

* Comme o disfonge ast elevee ou camrd, on ne @ soucle Do du signe,

quadratﬂjgue connu

nnnnnn

23




Introduction a M1c (7) et M1c (10)

Caractéristiques géométriques

des sections

Intérét du moment quadratique

Considérons une poutre fléchie. Plus
son moment quadratique est élevé,
plus elle a une grande résistance a
la flexion.

Pour étre plus précis: a surface
égale, plus la matiere est éloignée
du centre de gravité et plus la
résistance a la flexion est grande.
Cest ce que décrit le moment
quadratique.

Allure de la déformée d'une poutre

N1

S

S~

T Fleche

Exemples :
y
V4
Section n®1 Section n°2 Section n°3
A1 = Az = Az = A4 Az A3
IGzl IGzz > IGzl IGz3 = IGz2
IGyl IGyZ = IGy3 < IGyl

Section n°4

A4
I Gz4 > IGz2

IGy4 < IGyl

24

 CONTRAINTES : Rielation

contrainte ne 7
fdans le domaine éfaith:p.re} dans la section drnh'E ﬂ:'une
poutre soumise a la flexion simple :

M|

g ; contrainte normale [Mpa]

|.|‘J__I| m——E M, :mament fléchissant [MN.m]
W b W, : module de résistance
A glastique & la flexion [m']

DEFORMEE : relation avec la fleche maximale {3
mi-portée) d'une poutre sur deux appuls soumise 3
la flexion simple sous une charge repartie

11 fleche [m]
SpL’ :
L‘_ll1|=_FL LIF“HE[I‘I‘I-]‘
T 3R4ET p ¢ charge linéigue [MM/m]
E : medule doung [Mpa]
I : moment quadratique [m*]
Section n®2: Les rectangles horizontaux sont

plus éloignés de I'axe Gz que
ceux de la section n°1.

Section n’3: Les rectangles verticaux sont
plus proches de 'axe Gy que
ceux de la section n°2 (qu’ils
soient a gauche ou a droite ne

change rien).

Section n’4 : Les rectangles horizontaux sont
plus éloignés de la Gz que ceux
de la section n®2.

Les rectangles verticaux sont
plus proches de 'axe Gy que

ceux de la section n°1.




Hypothéses de la RAM

Ligne moyenne

Dimensions de la section < 20 fois la longueur de la fibre moyenne Variante : 10 fois voire 5 fois
2 conséquence de I'hypothése de Saint-Venant
Dimensions de la section < 5 fois le rayon de courbure de la fibre moyenne
4 dito

variations de l'aire de la section droite progressives

’ Définition d'une poutre

1-Les sections droites restent planes

2-Les sections restent perpendiculaires a la ligne moyenne

1-Hypothéses de Navier Bernouilli ﬁ - - - -
Y Les sections droites se déforment librement dans leur plan

La variation des déformations le long de la poutre est trés petite

5 hase d . L'état de contraintes produit par un systéme de forces appliquées a une poutre dans une section éloignée des points
~Hypothese de Saint-Venant d'application de ces forces ne dépend que du torseur résultant de ces forces.

Transformation réversible
A Elastique ne veut pas dire linéaire
Relation de Hooke o = E.€

3-Matériau élastique linéaire
77 Hypotheses de la RdM \__ Transformation linéaire

{ Principe de superposition

homogeéne : mémes propriétés en tous les points

4-Matériau homogene et isotrope

{ isotrope : mémes propriétés dans toutes les directions

. Lo On travaille sur la structure originale non déformée
Termes du 2éme ordre négligé — - - - - ) i )
<__Hypothése des petites perturbations (HPP) Hypothése de petites déformations

Transformation réversible: Energie potentielle élastique
A pas de frottement

Pas de dissipation de I'énergie par émission de chaleur
A pas d'inertie

Méhodes énergétiques [
A

25



Sommaire M1b

Degré
d’hyperstaticité
P
AN

Identifier la
nature des
sollicitations

I Analyser

le systeme

Identifier les
instabilités
Niveau bases

Niveau perfectionnement

Niveau expert Hyperstaticité
3 p 26 FHI‘E N? yp



3 sollicitations
principales

Les sollicitations dans les planchers, les

Compression Traction voiles et les barres de charpente

- Al mant L4 " Hakean
| . . T i
i oy Pom Yo
Rétracissement o * v L
Sl &
Lk by

Attention : le flambement est une N 4 i
. oge ’ . 7 \ “
instabilité (cas traité a part) . \ v 4
ad - "':IJ. |'-:-' - I
Flexion 7 v LI
(simple) & i =

}' : Toiture sous |'effet
de |a neige, du vent

\ 4 ements  JNeocl,
fléchis et Eléments

La flexion est associée a du comprimés comprimes
cisaillement (maximum pres des <:|vmt
appuis, cf. effort tranchant)
27

Eléments tendus



Voir suite en Mic (5)

 Pour connaitre la vraie définition des sollicitations |

3 sollicitations
principales
Flexion l

(simple) t 1

Traction <

v
N

i

Tablier de pont

Balcon (console)

Flexion .
— l < Flexion

composée "t 1 dévide M

Certaines barres
d’une poutre treillis

Poteau (charpente)
support de bardage

Panne (charpente)

Arc funiculaire (ponta) 28



Degré d’hyperstaticité
des structures
Définition du degré d’hyperstaticité

Une structure est dite hyperstatique sile nombre
d’inconnues de liaisons recherchées est supérieur
au nombre d’équations que I’on peut écrire. Le
systeme ne peut alors pas étre résolu par les
seules équations du PFS (Principe fondamental de
la statique).

e :le nombre d’équations
X : le nombre d’inconnues h=x-e
h : le degré d'hyperstaticité

sih =0, la structure est isostatique

si h > 0, la structure est hyperstatique de degré h
si h < 0, la structure est hypostatique de degré h,
aussi appelée « mécanisme »

29

A

Exemples

2

’ A

/
Z

2

Equationse: 3
Inconnues x: 2+1=3
Systeme isostatique

Equationse: 3
Inconnues x: 2+1=3
Systeme isostatique

Equationse: 3
Inconnues x: 3+1=4
Systeme hyperstatique
de degré 1

Equationse: 3
Inconnues x : 3+2=5
Systeme hyperstatique
de degré 2



Degré d’hyperstaticité
des structures
Méthode détaillée

On releve I’équilibre des barres, I’équilibre des
noeuds et toutes les actions de liaisons internes et
externes.

Schéma  Commentaire x e Notation
7@ Appui simple 1 - 1
7;; """ Articulation 2 - 12
ﬁ ------- Encastrement 3 - 13
~  Barre - 3 b
Neoeud : liaison rigide 6 3 N3|I3—
’7 (encastrement) 3
Noeud : articulation 4 2 N|:a L
Tﬁ (ou rotule) 5

30

Exemple de combinaison :

o N3 |13
|
Exemple
s
N3 13112 N2
13
b
12

Inconnues x:112+213=8

Equationse:1N3=3
Bilan du nceud : 5 inconnues

b
12—13

4

b
N3 |13—12

12
b

13

Equationse:5b+2 N3+1 N2 =23
Inconnues x : 512+5 13=25

Bilan h: 25-23 =2
Systéme hyperstatique de degré 2



Schéma

Degré d’hyperstaticité

des structures

Commentaire
Appui simple
Articulation
Encastrement

Barre ou ensemble de
barres monolythique

Nceud : pour chaque
barre encastrée
supplémentaire

Noeud : articulation
(ou rotule)

Nceud : pour chaque
barre articulée
supplémentaire

+3

+2

Notation

1

31

Méthode simplifiée
On isole des solides en équilibre au lieu de barres.

Aux nceuds, on fait directement le bilan des
inconnues de liaisons et des équations d’équilibre.

Exemple o - _71/

!
3) , @)
2
(3)
2 3

Equations e : 3x3=9

Inconnues x: 4x2+1x3=11
Bilanh:11-9=2

Systéme hyperstatique de degré 2



Degré d’hyperstaticité
des structures
Cas des structures treillis

Rappel : Une structure treillis est une structure a barres articulées aux nceuds et chargée uniquement aux nceuds.

Regle générale : la structure est isostatique sib = 2n - x
gleg q b : nombre de barres

Equations
' ) i n : nombre de noeuds
sib >2n - x, la structure est hyperstatique de degré b —2n + x ) - .
x : nombre d’inconnues de liaisons aux appuis

sib <2n - x, la structure est hypostatique de degré 2n - x - b,
aussi appelée « mécanisme »

Structures a barres de type 1 Structures a barres de type 2
;9" \ TR
s k. 2 -
b=7 n=5 x=2+1=3 X=2+2=4
Bilan:2n-x=2x5-3=7=Db Bilan: 2n-x=2x5-4=6

Systéme isostatique Systeme isostatique

32



Instabilités

Une instabilité est un mode de rupture qui améne a la ruine brusque et immédiate de I’élément
contrairement aux sollicitations classiques ou les déformations sont proportionnelles aux

contraintes (en élasticité linéaire). |
1 —
-
Le flambement
Le flambement est une instabilité pour un poteau soumis a de la compression
axiale. Contrairement aux apparences, ce n’est pas de la flexion. —_——
Pour limiter le risque de flambement : réduire I’effort normal, réduire la longueur
du poteau, transformer les appuis d’extrémités en encastrements, ajouter des -
appuis intermédiaires pour réduire la longueur de flambement. w_'_:f_.-— :
Le déversement Le voilement

Le voilement est une
instabilité d’'une
plaque soumise a
de la compression.

Le déversement est une instabilité de 'dme d’une poutre
fléchie.

33
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O

Principe de
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Principe fondamental
de la statique

Soit un systéme isolé.

1. La résultante des efforts horizontaux (ou projection horizontale des efforts) est nulle.

S Fy=0

2. La résultante des efforts verticaux (ou projection verticale des efforts) est nulle.

[ [
Y F =0
3. La résultaﬂteudes moBﬁents des efforts par rapport a n'importe quel point est nulle.
Z M(F, P): 0 par rapport au point P (quelconque)

L/ [ [
Si il y a des couples appliqués sur la structure : Z M(F, P)+ Z C=0

35



PFS : détermination
des réactions d’appuis

= o o~ 0
L L
Poutre Vv W
isolée 7@ AN @ Ly
o L = L
Réactions A J Nya \:
d’appuis r, ?YBT TWB
o (T
_ >
Poutre \L \L \l/ l/ l/ \l/ q_ \L \L \L \L \L v v 9
isolée @ .l % AN
—> —>
Réactions | ¢ { { y | A * ‘L v v v v v A
) . N N
d’appuis . =, L T?YB




PFS
Application

Modélisation de la structure :

—
F
\L Ecrivons le PFS pour déterminer les réactions d’appuis

[\
~

—

SNF.4)=0 M7, 4} MT,. )+ M(F . 4)-0 ()

v M>0 - -

y/l\l EF)(:O X,=0 (1)

° 3 @ 74; Y F, =0 Y, +Y,-F=0 (
M

Données : a \/ b m
a=2,50m
iy ) (3)— 0+Y,xL+-Fxa=0 < Y, =
b=1,30
F=24k’\rln - ? ’ L
Fxa i
)=  Y,=F-Y,=F- dFx[1-
= [ [N

Isolons la structure :

—
\L F Application numérique :

yqﬂo Xg XB=O]CN
0 =
S N Ty = Px1-2) =24k [1-222) ey
Ya L 3,80
_Fxa 24x250
L 3,80

YB

15,79kN
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Application du PFS:
Principe d’action-réaction

On peut choisir d’isoler
n’importe quel sous-systeme.

Isolement du nceud B Isolement de la barre 2
Application a I'isolement des ? ?
nceuds d’une structure treillis 3/B \ / 4/B
— - —
? FB/Z I:Clz

S

1/B «— B —> I:2/B <

T?

Principe d’action-réaction

N

— —
Fen=-Fup

38



Application du
Principe d’action-réaction

Exemple : résolution d’une structure treillis par la méthode des noeuds

C

N
B

—  —

FACy 1 FAC!

?@>
0! X1

Yal

Connu :
v, =F/2

Inconnu :
Fac, Fas

#FAB"'FACXZOH
! YA+FACy:0

ﬁFAB + F e xcos(a) =0

1 Yy + Fuo xsin(a) =0

2. Bilan de I’équilibre du noeud A

Résultat : On connait 'effort de

la barre sur le nceud. On en

déduit I’effort du nceud sur la
barre d’aprés le principe
d’action réaction.

’ Fac!

#F 5 =7

1

! [
!FAC=?

39

La barre AC pousse sur le nceud A donc le
noeud comprime la barre AC. La barre AC est
COMPRIMEE.

De la méme maniere on trouve :

La barre AB tire sur le nceud A donc le nceud
tire sur la barre AB. La barre AB est TENDUE.

x — —

I
3. Isolement du nceud C £ ol !
> —\ |
I:ACyV [ I:CDy!
— —
Fac! - Feo!
ot | #_ FomtFon =0
Inconnu : F + F + F =0
Fos, Foo 1 ' cay CDy cB
# Fouxcos(f)—Fgpxcos(d)=0
1 Fo, xsin(f) + I?CD xsin(0)— Fz =0
=9
= !#F"D !
! FCB =?



Formulaires

Des formulaires vous
proposent les réactions
d’appuis d’un grand
nombre de cas de figure.

Par application du
principe de superposition
de plusieurs cas de
chargement sur une
méme geéométrie, vous
pouvez traiter de
nombreux cas.

Cas da chagae

Risctioma
4" appud

Cas da chargs

RRaceione
d " pppui

Moment
d’ encastrement

M,
H-
C: . : ~Ryiym
.
MD Mq
Ci, —% Ry =Rt
-
u i | ;| R, =f_=f
Azl -I'I!T-'l al A TH
L? P“'
lF‘
A 3 | LB o |
L
IF
¥l ra By 'PT,!
o 'l'
i 2 iy = ',f

T @
g h 1 E-:) Ro=0 No= M
A A A a
al |
-
)
. ‘
| L
Pa
D:L prla
5 "7 b e
1!
L L |
f
P Bl ,—.:ﬁ
e | v tulslar
'

40




Principe de superposition

Application a la résolution d’une
structure treillis chargée de
plusieurs forces

Chargement 1 Chargement 2
—_—
F, f;
= +
[~ OO0 -
L, — T_> T o P
A T F, C Ryas F, Ry, Ryas F:(Q

Principe de superposition

Les effets de plusieurs chargements sont
égaux da la somme des effets des
chargements pris séparément.

—_ —» —
Ryc = Ryey+ Rygy

41
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Les sollicitations :
Mf max > 0 en notation RdM

Formulaires Nous utiliserons la notation RAM dans toute la suite de ce cours.
Mf max < 0 en notation ingénieur
Les diagrammes de cette page sont donc en notation ingénieur.

Cadre rectangulalre bi-rncastre

De nombreux formulaires sont a votre
disposition pour tracer les allures de
diagrammes de sollicitations et calculer
les valeurs extrema. En voici quelques c I. D

7 . ]
exemples pour le moment fléchissant. I ' A
T | - | o ) E = cikg 'l:h!l. 11!1._‘_ ,.‘._.J.._
- ;3 L pel g+ |

‘::':E] il H‘ = E - l— -
— —
- 1A q | R =iy = Moo= My =% q
N EEEETRERRER [ Ra=qt 5 o
—— 5 5
LY " — .F_ #_-
T N = = = A
lﬁr _.T:q-ﬂ ih n Mg =Mn i n
b
il = Mg = o IL
i L ”'!‘- i = Mc
[ 1 Qb = Qab —bal |
H= - My = ol w L=
" [ T wnM Invazhy
{("."T-h — o M mnw ua.i’:"’[q_u-_b.{'
' 1L L

My = [

B g
":] . |
w _ 9 gL

By o= 0 - By | M= Hh - M,
My = lih - My

it . | ab i
- - A -E——H:k-ﬂ'nﬂ
124 ! ] L L '

- . - m = 0625 L

. 2 . pi= GEOL-EY 43 et celui du moment fléchissant (opposés en RdM).

— Ne pas confondre le signe du moment d’encastrement



Les sollicitations

Efforts internes qui équilibrent
les actions extérieures qui

s’appliquent sur le tronconisolé

coupé a une abscisse x
dans le repére global (O XY, M > O)

N(x) : effort normal
V(x) : effort tranchant
Mf(x) : moment fléchissant

M>0" Pour un troncon de gauche isolé
—_—> =

Y Vix ;
Ay ) M (x)
— .l.l
) - T(\
A T" i Nix)
—>
A,

."-"{.r}-— A,
P"[.r}--%ﬂ.

Ml{.r} - —E Moment( A, P)

oy LU
dans le repére local (O's XY, M > O)

suite M1b (1)

Cas Schéma Lampicantey
v My
Traction Pl (5 F 0 0
Cisaillement _Fl_,*__-i_ v 0
= M
Torsion - {'E - @—“—9"- 0 0
]
] ) ¥ M
Flexion pure ( ) 0 Mg
"
¥
Flexion simple | l I—'*| Vy Mg
1 f
|
¥
Flexion l L," - it
composée "'|—-T = ——'-*—'}-"' ¥ =
: ¥
Flexion - M l T_‘ff
- : vy Me
Torsion t M
Flambement "4 y
ou o . 0 Mg
Flambage L@i
{/
- vy Me
Flexion déviée
JIT_. e Va My
X / plan (x4

44




Sollicitations - Tracé rapide

2 poutres caractéristiques a connaitre :

¢_? Rappel :1" =1" =% _p> Rappel ;1" = 1" =~
5 . ! EIRREEREEAT] e
| o<x<L/2 !(!)=!5><! @— G 7 X! 2
L2 Ap e N
: Con : ! (!/2)=%x5=% < . ) | (!/2)=%x(!§)7:xg§) =!>;!2_!>;!z
M(X)T M(x) -
> X T »

Des régles a connaitre : Voir exemples de tracés page suivante

Chargement | Effort tranchant V(x) [ Moment fléchissant M(x) Chargement | Effort tranchant V(x) [ Moment fléchissant M(x)
Allure Sens variation de M(x)
si force ponctuelle constant linéaire
Tangente de M(x) Siv<o Mx) /'
si charge répartie linéaire quadratique selon la valeur de V(x)
Sens variation de V(x) Siv>0 M(x) \
l' _F> V(x) T
si (F<0) (saut F > 0) Vix)
_F> Vix) ’L Valeur variation v A M = £ Aire sous V(x)
si T (F>0) (saut F<0)
AV=tF | Calcul :
o <> M(a+b) = M(a) % Aire sous V(x)
Valeur variation Calcul : V(a+) = V(a-) £ F V(x) v
Calcul de laire sous la
— courbe d’effort tranchant Rectangle : IxV
) q V(x) / | IxV
si (q<0) <—>
'YVYVYY (pente q > 0) . 2
V(x) va Triangle :
_q> V(x) \ vi Ix(V1+V2)
si (9>0) (pente g < 0) | Trapéze : 2
AV=%(qxh) <>
Valeur variation Calcul : V(a+b) = V(a) £ (q x b) siv=0 Extrémum de M(x] /\
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introduction a M1c (10)

Sollicitations - Tracé rapide

Allures des sollicitations et des déformées

|
= 3 b o ‘
V(x)
Mf(x) V(x)=- ﬂ,l,:;x:,
déformée —— —— S
69 | R ‘M—H 0
il_'___'_.; I O 0 L [TTITITT] TPI‘_T LI
V(X) _i:’/// / |
Mf(x) |
déformée \
y(X) ' 46




Sollicitations - Tracé rapide
Influence des liaisons sur les sollicitations

et les déformées
Wb ¥ irmeshanl Waj Wprmpn| P b el MR

U . - 3 m {g‘u = - ‘HI

- F

A B 'T|p- T-.. g“ s T
1 mapu: umple )
1 arfrslrimm
i [...' = Wi -
....... , L A
5 i :'T-u - i I". 1y -
| ' il
We ' \
a _— I — I'.
..- i - " = — -| " e
1_. T i L il
I AmEairaen AgpEanian 6f ML Apearnes dunetios Fanr SmnarHn B rEarsEm
H Ezpum honneridee rrarzhued dam e peizaus g b iard mamien o S b
AT
Agparnre d s mraeem
AfrSiicasl g eald frarkdi e
b pertE & A0 N OE BTEEe
] - < ICTPT e 1) .= |
11 It - -
hEmkEg 0 pAEEEA ' - 4 ¥
E = i L T
- " - -Ill_f' - L I.-'o:g' "-:'q,; u
i "7 1
-, - e  Eo — - it W
y 1 = L e A
i -
1 preaslterreTls Diea it B F d g duggrrerlaure de Pellos Pew g ihinrprsend ih
henmristes g mporierins trarmhe dam brs poiveas moreri Sechenans mar b
dppwrdiien o ue rivgreeml Puwbre % pr DB e polies
R RITES P B9 fd 8 T B e S R
PRI lerhaom @ paed de goidss

introduction a M1c (10)

Portigue bi-artculd

£'| 17
1
-1

1

|H 748

L i
[ T
+
M o}

e |
’ | . = 15}
| g
. T
- - \ 0 a

Postegue bi-encasird

: I
4 5

% =
f
W) "

Artention ; les Néches sont réduites en ravies
rrals e sollicitations sont plus importantes aux

appas.



Sollicitations - Trace rapide l

1. Calcul des actions de liaison.

2. Mise en place des conditions aux limites
sur les 2 diagrammes.

3. Tracé de I’effort tranchant de la gauche
vers la droite.

4. Tracé du moment fléchissant en fonction
de ’effort tranchant, de la gauche vers la
droite. Les valeurs peuvent se déduire de
la surface sous le diagramme d’effort
tranchant (en gris).

Dans certains cas, il sera avantageux de
commencer le tracé par la droite. Le cas
échéant, il ne faut PAS appliquer la régle du
signe opposé vue dans I’équilibre du troncon
de gauche isolé car il s’agit d’'un trongon de
droite isolé.

Dans tous les cas, vérifier que la fin des
calculs redonne la derniére condition aux
limites ou que les calculs sur les troncons de
gauche et de droite se rejoignent.

7,5 kN T

Condition Limite :
Par I'opposé des
efforts a gauche :
-7,5 kN

Alire :
(-7,5 x 3,75)/2

Par le calcul de |a pente :
7,5/x=2
donc x=3,75m

A l'aide de la pente :
-7,5+2x10

Condition Limite :
Par les efforts a
droite : 0 kN

saut de 'opposé de
22,5 kN

pente 2 kN/m
sur10m

My (kNim)

Condition Limite :
Par 'opposé du

moment a gauche : 0
kN.m

Par le calcul de
surface :
0-(-7,5x3,75)/12

14,1

Aire :
(12,5 x 6,25)/2

Vérification a l'aide
de la pente :
-10 + 2 x 5kN

pente 2 kN/m
sur5m

Condition Limite :
Par le moment a
droite : 0 kN.m

Veérification par le calcul
de surface :
-25—-(-10 x 5)/2

BN

48

7 X (m)

Par le calcul de
surface :
14,1 - (12,5 x 6,25)/2

-25



Sollicitations

Vé ° —> Q:8OON
Calcul des équations 17 Faooon -
5 . . . - o =250N/m F!
0 : Le systeme est isostatique (1 solide en équilibre ; | Q p=250N/ o
1 appui simple en D et 1 appui double en B soit 3 & *
inconnues de liaison) y y y y y y y y y y y y X,
Al Bl ! D! El
1 ¢ Parapplication du PFS, on calcule les inconnues e LS! i 3! e 3! sle 2,5!
o 10!
de liaison Yg et Y, (et Xz=0). <
a
T y A K| e YB=3041,7N |—
e P!(250.10IN)!  YD=22 N P!(250.xIN)!
K —3X I i 58,3 . . I o
| I p! Q 1 v
H p! (x)
* é 1 M(x)' Yl
v ¥ SV v Y L A A A . i M>0'
Al B! — C! D! E! - v N(X)l
| ‘) _9
- X e Coupure n°1: 0<x<1,5m Al X
Ys! Yp!
L5 . 3! sle 3! sl 2,5! Trongon de gauche isolé :
- 51 - 51 x/21,, x/2!
< - >< > PFS:(ZF/x=0 < > '
10! R SFly =0 X!
IM/G=0

2 ¢ * Onpositionne les coupures avant chaque
nouvelle action,
* On écrit le PFS sur chaque trongon isolé de
longueur x (abscisse locale sur le tron¢on
droit) pour obtenir les équations de N(x) V(x)
et M(x),
* On calcule les valeurs aux limites.

49

Equations de sollicitations :

N(X) =0 N(x) =0

+V(x)-800-250.x=0 V(x) = 250.x +800

+M(xX) + 800X +250.X.X2=0 | p(x) = 125%2 - 800.x
Valeurs particuliéres :

N(o)=oN N(1,5)=0N
V(0) = +800 N < V(1,5) = +1175 N
M(0) =0 N.m (M(1,5) =-1481,3 N.m



Sollicitations

Calcul des équations

2 (suite) :

Coupure n"2 : 1,5<X<4,5m

Trongon de gauche isolé : : PI(250.xIN)!
— i s
Q! ! Ve —>
_', <<>0| : T M(x)!
{L Vv Yy | Y]
Al T B! G!
%
Ys!
15 . x'1,5! R
< x/2! ste x/2!
x! R
Coupure n’3 : 4,5<x<7,5m
Trongon de gauche isolé :
- i
PI(250.xIN)! | s
—> i F! —
! Ve —>
S0 ! : M(x)!
tr\l l i & l&l v l ﬂ‘%mx)
A —
Ys!
o L5 . 3! < X'4,5!
< x/2! L x/2!

€

X!

50

PFS :{ N(x)=o0

+V(x) - 800 - 250.X + 3041,7 =0
+M(x) + 800.X + 250.X.X/2 — 3041,7(Xx-1,5)= O

Equations de sollicitations :
N(x)=0
{V(x) =250.X - 2242
M(x) = -125X2 + 2242.X - 4563
Valeurs particulieres :
N(1,5")=0N N(4,5)=0N
{V(1,5+) =-1867 N { V(4,5)=-1117 N

M(1,5*) =-1481,3 N.m | M(4,5) = +2994,8 N.m

N(x)=o0
+V(x) - 800 - 250.X 2000 + 3042 =0
+M(x) + 800.X + 250.X.X/2 + 2000(X-4,5)
-3042(x-1,5)= 0
Equations de sollicitations :

N(x)=o0
V(x) = 250.X - 242
M(X) = -125X2 + 242.X + 4437

Valeurs particulieres :

N(4,5*)=0N N(7,5)=0N
V(4,5*) = +883 N V(7,5)=-1633 N

M(4,5%) =+2994,8 N.m | M(7,5) =-779,3 N.m



Sollicitations

Calcul des équations
2 (suite) * Coupure n°4 : 7,5<x<10m

Pour simplifier les calculs, on isole le troncon de droite
(et on vérifiera la continuité au P_a,m‘ D):

P!
(250.(10'x)!N)!

0 e T

{J};! ¥

<--—--

E!

x! P 10'x!
| (10'x)/2!  (10'x)/2!
10!

A
v

Y
>

PES - Equations de sollicitations :
N(x) = 0 N(x)=o0
{—V(x) -250.(10-X) = 0 {V(X) =250.X - 2500
-M(x) - 250.(10-x).(10-x)2=0 L M(x) =-125%> + 2500.X - 12500
Valeurs particulieres :
N(7,57)=0N N(10)=0oN
{V(7,5+) =-625 N { V(10))=0oN
M(7,5*) =-781,3 N.m M(10) =0 N.m

Vérification de la continuité au point D :
V(7,5) - Yp = 1633 - 2258 = -625 = V(7,5")
M(7,5) = 779,3 N.m presque égal a M(7,5%) =-781,3 N.m

]
(du aux arrondis pris sur Yg et Y;) °

Tracé des diagrammes

_ﬁ'|_-.q,'|| |j“:|..i‘l_|; -II'-_I:II..lu'r*_,I
¥ ¥ %
= LAy gy -
widl
| > £fm
Uiy 4
1633
117 883 |
' ; ; - e |
! ) ! Lﬂ_:—ﬂ"f i
| : -625
fosme | 1117

L['l.' ) 4

-1867

V>0
Ma

-1481,3

'781)3

V<0 V>0 V<o
Ma Ma Ma
| . | 4
s
&
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Contraintes normales

N

Traction simple et compression simple ___ <« Rappelsurle torseur de cohésion

La contrainte, exprimée en Pa, qui s’exerce sur la section droite de la poutre N(x) < 0 en compression:

a I’'expression suivante : N(x) Nx‘ 0
o(x,y)= ‘ _

Avec : ( y) A {Tsystemedeforces}z = O ‘ O G

* N(x): effort normal a "abscisse x [MN], 0 ‘ 0

* A:aire de la section droite de la poutre [m?],
* 0 (x,y) : contrainte normale de compression a I’abscisse x (invariable selon y) [MPa].

-4
¥ t
o)
=‘ e e i i
o Troctisn
N
- 4
Traction {allongement) A 1 Diagramme des
—~a - contraintes sur la section
l
¥ ~ ! droite A, dans le plan (x,y)
r -_ — la—
— E e }<—]
= ‘ v H el / = o
=, ﬂ__ I | —_———— ] E_._._
L r |I f 6 oiry o compression
| P | ' =
N ' -
N - __‘1 K 3-J|
. M <0
Compression 53




Contraintes normales

Cas particulier de la flexion pure ’Eﬁ € é ’
La flexion pure (sans effort tranchant) apparait dans 'essai de flexion 4 points. - J, lm ,l 4
v F, P 1000daN /

{CEMire OB COUrsurs)

.. ll

X . L’expérience montre qu’entre les points C
' ' et D, les fibres de la poutre se déforment
selon des arcs de cercles paralléles.

D
v, , [daN] M/

{::) X cad da esion e
- 1000 "

Fa e Laligne moyenne GG’ et le plan Gxz

. it correspondant ne subissent aucune
M, , [daN.m] S8 P

déformation : on parlera de fibre neutre

1000 bt 41 - -
FH Tn“h}. ey et de plan neutre.
¥ ] Il.'lll\. . . Ve
| _ I .r;"'f*_-" - e . e Lesfibres situées au-dessus du plan

= ]

- S X r._?-_l'.‘:l_::z._-.:ﬁ neutre raccourcissent : elles sont
Fleties Flezian Flrties M comprimées.
simple purs simple N8 Moyenne e Lesfibres situées en-dessous du plan
| Vred Ve=o Vyed ! I PAAN NeutTe neutre s’allongent : elles sont tendues.
Sawn M = ctr LI
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Contraintes normales

Flexion simple H( -ju. t; . 7

Rappel sur le torseur de cohésion :
V # 0 en flexion simple
M > 0 en milieu de travée pour la poutre

La contrainte, exprimée en Pa, qui s’exerce sur la section droite de la poutre sur 2 appuis soumise a son poids propre
a I’expression suivante : M (
X) 010
o(x,y)= B
Avec: 2 {Tsystémedeforces}G = V O G

* M(x) : moment fléchissant a I"abscisse x [MN.m],
* g, : moment quadratique de la section droite de la poutre par rapport a I’laxe z[m4],

. . s v
* y:distance du point de la section considéré par rapport au CdG [m], - - L
* 0 (x,y) : contrainte normale de compression a I’abscisse x et a 'ordonnée y [Mpa]. l" fj
3
Diagramme des contraintes sur la . Z ¥
. . I
section droite A, dans le plan (x,y) Contrainte normale de flexion maximum : ()
compression
Mf(x) _ Mf(x) .
| o(xy) == =

ez wely
Mf >0 v

Dans le cas d’une poutre symétrique, la contrainte est maximale poury =v = h/2
fraction * W,, : module de résistance élastique a la flexion de la section droite de la poutre par
rapport a "axe z [m3], a utiliser directement pour les profilés de module connu
* Ane pas oublier pour les profilés métalliques : dans ’'OTUA, les axes y et z sont
? inversés, il faut donc utiliser W, dans ce cas particulier.

l l L ¢ compression >

traction




Flexion composée

Contraintes normales

|

Gx
]
N
h—)-

Cai

[ FFYYEY N W

X

Par application du principe de superposition:
_N_ M,

‘ il
M.
G < =
¥ Le plan neutre
4 (o=0)passeparG

56

M(x)=0 T)=0
V,(x)=0 M, (x)=0
Vy(x)=0 M,(x)=0

E o

N(x) 0

N(x)
TS Wk e 0

oL 0 Mk




Contraintes
normales

Flexion composée (suite)

|

v
N

Récapitulatif des cas rencontrés

DIAGRAMMES DE REPARTITION DES CONTRAINTES NORMALES

duesa N dues a M, Cas ou Cas ou Cas ou
[ors| <o ol = o ol > o
- 1 % % :
N=i M=10 Section entiérement h
comprimes = 5
Z é é7
N=1D M=0 Section emtiérsment h
comprimeés ¥i= "‘E
% {é
K=1i Section entiérement il
= Mz=D i ¥, = 'i'F
N=10 M=0 Section entiérement h
tendue Y. = =Ty
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Contraintes normales

Vérification des contraintes normales
Matériaux acier selon ’EC3 (Eurocode 3)

On compare les contraintes normales maximales a la contrainte élastique admissible du matériau.
—

& fy limite élastique de I’acier (cf. pages suivantes, par exemple 235MPa)

M |

ﬂ-ﬂlﬂl'

Coefficient de sécurité partiel sur les résistances pour les calculs a E.L.U. (Etat limite ultime).

Ym, = 1 pourtousles cas sauf pour la résistance de section nette au droit des trous de boulons ou y,,, = 1,25

Aux Eurocodes, on fait une vérification équivalente sous une autre forme : on calcule la sollicitation résistante correspondant aux
limites élastique (pour les sections de classes* 3 et 4) ou plastique (pour les sections de classes 1 et 2) du matériau.

f;
H Npl,Rd =A i
Cas particuliers : résistance de la
section nette au niveau des
percages (boulons ordinaires ou
précontraints HR)

Pourlatraction .. < Ny ra Effort normal sollicitant < Effort normal résistant (plastique)

Pour la compression

La formule précédente est uniquement valable quand le risque de flambement
n’est pas prépondérant : cas plut6t rare (élancement réduit A < (,2)

Pour la flexion (moment fléchissant)

Mggq < My pg OU Mg g Moment fléchissant sollicitant < Moment fléchissant résistant (plastique ou élastique)
Mmoo o—w. b & = . . L
plLRd — Y¥pl el,LRd — YWelmin
MO MO
Pour les sections de classes 1 et 2 Pour les sections de classe 3
Remarque : Pour la flexion, voir aussi la 2¢ vérification a I'effort * Les classes de section sont définies ci-apres
tranchant et aux contraintes tangentielles (cisaillement). (notion de section plastifiable)
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Elasticité linéaire

Relation contraintes-déformations

Diagramme force/allongement
d’un essai de traction onmarque principaieme

. . Zone rectilignede O 4 A -
sur eprouvette acier /° Cest s zone de déformation

glastique. Tant gue ['effort F na
F

Mes su

dépasse pas F. |a suppression de F
raména éprouvetie 4 sa longuer
d'origine

TELr of Arwarvace

-,

._.i-.-.ill'r_.!
+% 5
[T

e

Module d’élasticité longitudinale
ou module d’Young du matériau

= Tt

ELASTICITE
NE PAS CONFONDRE !
LINEARITE

-

Dans cette zone de
comportement élastique,
le matdriaw a aussi un

Matériau E (MPa) comportement linéaire,
Bois 10 000 (variable)
Acier 210 000 LOi de HOOKE
Béton 10 000 a 50 000
Aluminium 70000 a=E.€

La longueur initiale de la poutre est notée Lo.
L’allongement de la poutre est noté AL (en valeur algébrique)
tel que L=Lo+AL

La déformation € est définie par e=AL/Lo
59

r le premier graphe :

Palier globalement horizontal de A
aG:

Cette zone trés particuliére traduit
des modifications importantes a
l'intérieur de la matiere.

Début de la PLASTICITE

Zone paraboliquede GaR:
L’allongement ainsi que la force
augmentent progressivement (mais
pas de maniére rectiligne). Lorsque
la force F, est atteinte, la section de
I’éprouvette diminue localement et
subitement (phénoméne de striction)
puis elle céde.

La déformation € est calculée par la relation :

En traction / compression
N(x)
E.A

En flexion simple

Mf (x)
E.lsz

E(X,y)=—

e(x,y)== y




Elasticité linéaire

Aciers laminés a chaud :

Relation contraintes-déformations
Matériaux acier selon ’EC3 (Eurocode 3)

Horme Epalsseur nominale de Nilément : 1.
EN. 1@:&;
15 40 mm 40 < t = 80 mm
Limie d &lastche Reslstance & la Chmite d elasticlte Teslstance o la
I, (MPa) traction f, (MPaj [, (MPa) traction f, (MPa)
§ 235 235 i) 215 ]
537 i 1% % il
335 4

54 ﬁ % 410 =)

Attention : Aux Eurocodes, quand on travaille en plasticité, on utilise cependant la limite d’élasticité f,.
La différence se fait sur les autres parametres pris en compte (par exemple W, au lieu de W)

e module délasticité ongitudinale
coefficient de Poisson |

madule de ciaillement

la imie d'élasticité

la contrasnte de rupture 4 la trachon
le coefficient de dilatation

Masse volumigque -

60

E=210000 MPa

vui3
E
G= =81000 MPa
AL+
1y
/s
a=12 10" K
p=TE0 kg m'



Elasticité linéaire
Relation contraintes-déformations

Matériaux acier m . IF o
e )
selon I’EC3 (Eurocode 3) ) ,,,mg]lillHF]E[HIIH;"“,, | —_— =i
Tlasss Wodile de compatisment Healsiance de calcul Capachn de folsiion
Définition des 4 classes de section T Plasiys st ancion compli e ——
L’Eurocode 3 autorise le travail de I’acier en e | ]I '.I e £ M,
plasticité sous réserve que les profilés ne soient pas 1 | 3 * A
sensibles aux phénomenes d’instabilité locale I | E
lorsqu’on les améne dans le domaine plastique. : Lo
h:" - Flastie|ion 8 e o compels
Nota : Les structures métalliques sont souvent Nl |- = S Pleslinges .
considérées comme suffisamment rigides (rigidité 2 ] L‘_ ' My . Limiae
des éléments et rigidité procurée parle | | o ==
contreventement) pour étre étudiées globalement |
(étude de I’équilibre et recherche des sollicitations) T =
en « analyse élastique » : H..--j-lr-- o Elmh;- MUl BACEIG Caltaphéle
* larelation contrainte déformation est linéaire 3 d
méme pour les sections plastifiées (on considére 3 M, . ——
que la contrainte dans I’acier y vaut f, ) et on g —
considére que le degré d’hyperstaticité de la
structure n’est pas réduit par des rotules T
plastique, ) NE—
* non prise en compte des effets du second ordre 4 Mp= Mg
(déplacements des noeuds négligés pour a—
I’équilibre et les sollicitations). / ek




Elasticité linéaire
Relation contraintes-déformations
Materlaux bois selon I’EC5 (Eurocode 5)

Ll-m-llll ol Lamalie colle combins
f-l-ﬂ EERErEEET

F'IEIH‘IH.I-I
X | & | 2
Flwion fos
fs ad FR j ] 3
Propelites da @ o KN | mm? = GPa

Lﬂ!ﬁm IE:.I-I- j 11.4% 'I‘g'_l- 'I.'|.3|' 4,7 [ 11.8 | 16 | LT | 'I:I_l

Pt o
vl an Fonciion de |n iy | oaT | 495 | S20 | | s | adD | 470 | @RS
- Midsae
WO G e il ﬂ_'_
Ao =Liip

] | 3 Ehm" 5 MM

BM:

o Sgrrillelde Ca C1s Cia Cad [ 1 CaT 1}
| I— 1 T 11H ]
Propubdies de reslxisnce en N/ mm" = MPa
L5 T l'rl T A 16 1m rirg FL | aw m
Fimatlbemrsent Lo 17 | 12 i | 24 | a5 | an 1
Propuisits de rigidii en BN T mm® = GPg
Bauls moysn Talsstn g anis E"-'H'I' T n ] L[] m 1.5 12
Moy woRETIE # NG
" - s iyl p s 410 LFI] ] L=l
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Clamaan susefios (NF B 33 001)
Fassrien A [ ] [
fagen e -] -] _: ;u—
D cn g cm
hﬂ,pl..d- cn cm el
i e c '
P | &m e
“&
Traction
P

Relation
Contraintes
déformations



Elasticité linéaire

Relation contraintes-déformations

Module de Poisson — Déformations transversales

Lors d’un essai de traction ou de compression sur
une poutre, celle-ci subit une déformation
longitudinale (respectivement un allongement ou un
raccourcissement), mais aussi une déformation
latérale perpendiculairement a la direction de I’effort
(respectivement une contraction ou une dilatation).

Déformation longitudinale : €, =AL/Lo
Déformation transversale : €= Ad/do

Le module de Poisson v [nu] est défini tel que:

v=-g [g
Matériau v (sans unité)
Bois 0,3
Acier 0,27 - 0,30
Béton 0,2

I x n
l F’ Poutre avant
|._i=_._| déformation
I i lET
IO — I 1 RT A o M
| 1 | 1
L N ° | d !
: : = ! |
- I : I l
| 1 | 1
| 1 | 1
| 1 | 1
| 1 L | 1
= - L— Tz P{!l.l'l'l\E' avant !_ ! :
%, déformation
YF F
Cas de la maction Cas de la compression
Allongement longitudinal : AL =0 Rémecissement longitudinal ; AL <0
Confraction latérale ; Ad <0 Dilatation latérale : Ad =0
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Contraintes tangentielles

Cisaillement

Les contraintes tangentielles décrivent la tendance
de la poutre a « cisailler » en feuillets ou en tranches.

A4

t

t

¥
LT
-
i !

Les armatures transversales (cadres) d’une poutre en
béton armé reprennent I’effort tranchant qui est lié au
cisaillement. Elles « cousent » les lignes de rupture a 45°.

Isolons le trongon de gauche et identifions
deux éléments de matiére (au milieu, en haut).

V X
)[)'\’V‘(x)
‘ Nix)

t

Eauilibre Bord libre :
2 contrainte tangentielle nulle
¢ IS~o
r’l ™ ~
TXY 1 T TXY 2 /]
Xy 0 My

Soo 'l

— SSJ

Tyx
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Contraintes tangentielles

Exemples de d’allures de diagrammes de contraintes tangentielles

Section rectangulaire Section IPE (ailes et ame ont des diagrammes distincts)

Répartition de A K
contraintes

« équivalente » y *~
! N
: =
r =
! 7]

En pointillés :

t J équivalente
| |
| |
| i |'~

Répartition‘:de

contraintes réelle
65



Contraintes tangentielles

Expression de la contrainte tangentielle

Xb( ) _ Vy (x)xSGz (Dsup)

Ty y)= I
Gz

T, X b( y) est aussi appelé flux de cisaillement traversant la courbe C

Soit (Dy,, ) la surface située au-dessus de la courbe C,
les moments statiques des domaines inf. et sup. sont opposés.

SGz (Dsup) = _SGz (Dinf)

Remarque : Les équations montrent un phénoméne de gauchissement
non compatible avec I'hypothése de Navier-Bernouilli.

Cas particulier : section rectangulaire

Ay Ay Ay

[YYYYRYYW E S

IRARRARANI

N

T
h max
o Tv G
[ |
trtritttt Touxr = <77

444414444 v

F—b'l 66

A

Eflort mormal @i aux contraintes
mormales sur la surface hachunés

.

—]

Seciian dioite

i —
e L T
T, xbfy) d X
ol =
Coupure {3

T, Xb()’) représente |'effort de glissement longitudinal par unité de
longueur de poutre, sur la surface définie par la courbe C= MM’.

Sur la surface hachurée située au-dessus de la courbe C = MM,
s’exercent des contraintes normales pour lesquelles on a représenté
” I’effort normal résultant.

En observant la vue en élévation du prisme isolé, on remarque que
cet effort de glissement correspond a la différence des efforts
normaux agissant sur les extrémités (les sections droites) de ce
trongon de longueur unité. Cet effort de glissement n'existe que si
les diagrammes des contraintes normales sont différents M=cte.

En flexion pure, il n’y a donc pas de cisaillement.



Contraintes tangentielles

Vérification des contraintes tangentielles

Matériaux acier selon ’EC3 (Eurocode 3)

Comme pour les contraintes normales, on compare en réalité aux Eurocodes la sollicitation agissante a la sollicitation résistante.

La comparaison se fait cette fois-ci sous forme de fraction.

¥V

On doit vérifier : Fﬂ—ﬁ 1,0

ol

¢

Calcul plastique l"rr" = F:nrﬂ =4 :%—F{L:ﬂjﬂ_.i_ —'{L
Mo

"
V., ¢ - #ffort tranchant résistant & L'E L U

Yo

e ffort tranchant (agissant) de calcul aL'ELU. |

A, :are de csaillement donnée dans les catalogues des caracténstiques des profiles

Les valeurs de l'aire plastifiée (A )
sont données dans les tableaux de
caractenstiques des profiles

Erofilés Reconstitués Soudés :
Pour les P.R.S.. la valeur de A , est

celle de 'ame seule
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Formulaires

\

Déterminer les
LU déplacements
ou la déformée

/

d’intégration de

la déformée

s S
Méthode des
intégrales de
Mohr
Niveau bases 3

Niveau perfectionnement

3 | Niveau expert 68



Formulaires
des déformations

Repére

Eléments de réduction

y
A
e
T X
()
& ) >
© G N.X

A 4
O Hl_ - 2ET P L
; fua , __pL 384EI
A o o B ® 24EI
I —
y
=8
L
T l « _62‘11L(L_a)(2L_a) pour a = 5
Q —
fuz 7@. Fa Fa
A ’ [ON g B ’ B=6EIL(L2_ 2) f(L/2)=48EI(3L2_4a2)
a # L-a
L
CL
AT 3EI cr
= f(le) = T
__cL 16E1
P 6EI
CE
| E— L P
\]Xw ® " 6EI L)~ 8EI
A o
L
y ? e
F
. . . __Fr P FL’
W L) ) § W 3EI




Formulaires des
déformations admissibles

Matériaux acier selon ’EC3 (Eurocode 3)

Fleches

Les valeurs limites sont destinées a étre comparées aux valeurs
calculées a partir des combinaisons E.L.S. (Etats limites de service).

2 Valeurs limives recommandsed de echet vermicales powr it poutres de Batiments

L | Poride de l poutre. [Poid lss poutes an poits § laue, l8 onguewr Bclee L & comidéner sl bgale § deus &
engurse heie s porin ) [ )

LT Syt ¥ (Hech 3BT GO ST e g (e RAI A
i tragdin e parcis. sapect, comion, utason) s pescvent Slve simnes o0 3 Ve
Friwdiyuing

L andibens Lirestins
P L
Toluges e general [non AcCessiilE AUL USAQES Saul i pesonmes L300 L/ 256
Tentretien),

Tosluses sugppoiad lrequemment du peisoans] aiie gue b peioneael L7300 L300
|£-||I|'-l.l-n.
Planchers sn génsral LI 20 L300
[Flanchars e tomures o it des clomons en plitre ou BN aETEs FEL ] L350
maidiau Iragilss ou rud:..:m.l
Planchars supponan des. polsais, L7400 L500
Coas 0w v, peut nulve 3 Faspect de bitment. L2150

A Valwurs limites des fleches horizontales

- Linshes

Batimaals industrisls § alveal inigess sans ponl roalanl. avec paroks bon h150

fragiles ; deplacement =n e de potesux,

Bans & ferticihe an makers de déloamabion

Flarsaiita Stpgort de lagiags nafalliges | (oantants 5150

lissns L1
HAuires bstimenis @ nivesu uninue © deplacament &n e de pobeaE k! 250

) iy et @ hautewr Gu potedu ou e Metage. L el 1 ongesr de ia aose

1 notations
et T iy ot
i
Hh“x. . M | T
-
M # ]
'-H_h - q
—— L
.t Z—

* v.:contrefleche dans I’élément structural non chargé

* vy fleche sous charges permanentes de la
combinaison d’actions correspondantes

* v, :fleche sous charges variables de la combinaison
d’actions corrspondante

* Vi : fléche totale Viot = Vg + Vg

* V.. : fleche résiduelle compte tenu de la
contrefleche éventuelle v, =V, +Vq =V = Vi =V,

L’intérét d’imprimer une contre-fleche a une poutre est

bien de réduire au maximum la fleche finale.



Déformée Express e

EXpI'ESSiOI‘I des déplacements F,{?Iatiops permeFtant d,e déte,rminer Par une double intégration de
et rotations 'équation de la ligne déformée : I’expression suivante et une
v (x) = M =w (x) connaissance des conditions aux
¥y 2(x) EI limites, on peut en déduire
: N I’équation de la fleche v(x)
z X | G(x) u(x)=u(0)+ j (5) d& ELV”(x) = M(x)
v EA
- > :
Exemple : FYYYYYYYYYYY
Elvi{x}=-pf2.x*+ pLi2. & - Libin e
1" intégration : M(x)=-pxifz+pliz. x |
El.v'{x)=-p/6.%xF +pLlig.x*+a le . i
( )ﬁ | Conditions aux limites : El.o=—p/6(L/2)+plig.(LhY+a
\x )z v (x)=w (x), larotation w (Lfz)=0  donca=-pLij24

2(x) Rotation aux appuis : ELv' {0} = - pL¥24  soitv' (o) =-pl? | 24EI

2* intégration :

I
La section droite subit une translation égale au

déplacement du point G d’abscisse x : | Elv(x)=—pfag. 2+ pL2. X' -pli24.x+b
GG = U(X) — u(x)i} + V(X)j; Conditions aux limites : doncb=0
) ) 4 ] v(iol=0 Elv (x)=-p/2g.x*+ pLi2. ¥ -pli24.x
La section droite subit une rotation :
N . ' Fléche maximum : ELv (L/2}=-p/24 (LW2)"+ pLhz. (L2} - pLif24. L2
w = a)(x )Z | Ebv(Lf2)=-5pLY/384 soit v (Lf2) = -5pL* | 384
71 Remarque : Permet aussi la détermination des

sollicitations des structures hyperstatiques simples

! ELv' (x}= - pf6. %3 + pL/g . x* = pL3f24




Méthodes énergétiques
Intégrales de Mohr

Se reporter au cours sur les méthodes énergétiques et I'utilisation des intégrales de Mohr pour déterminer les déplacements et
rotations des structures isostatiques et hyperstatiques.

__ ﬂ*'[,_.‘,r . 1
k—aFk avecWe=— j

structure

Théoréme de Castigliano |

— Direction":
Théorémes de Miiller-Breslau 4 I MxM, , deF,
et de Pasternak " e EI

Intégrales de Mohr m) o, [T e

I:mi(x)xmj(x)xdx m,(x) 2 h

Extrait du tableau
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Lever%hyperstaticité!

Méthode des
déplacements

Non traité
Déterminer! Calculerlet! ] 3
M1c$ les'réactions! tracerlles!

auxlappuis! sollicitations!

Lever%hyperstaticité%

Mic (13) Méthodes des 3 Mic (14) Méthodes T EE) I Méthode des force
moments énergétiques Intégrales de Mohr
1 X 2 "45Y

Niveau bases

> | Niveau perfectionnement

3 | Niveau expert 73 i:} Hyperstaticité



Méthode des 3 moments

Aussi appelée « Formule de Clapeyron »

Application des formules de Miiller-Breslau (cf. ci-apres)

Applicable aux poutres continues (et aux portiques moyennant quelques adaptations) pour lever ’hyperstaticité du systeme.

I‘EM +2(L:+Iﬁ+1)M +I‘t+1 i+l

Hypotheses pour cette notation :

0 0
6EI( wy; — a)gi) * El = constante sur ’ensemble de la poutre,

(s; )

pl+1

* enl’absence de dénivellations d’appuis.

M., Mi, M,,, : « Moments de continuité »
Pi Pi+1

. M
11T o~ AL Ty
5; Ai'1 Aisq
A L A A- ! - I ! - |
IL1 i K Lis1 J”
| ' ! Systéme isostatique Pix1
associé

Remarque 1: Les rotations w des S.I.A.
(systemes isostatiques associés) pourront étre
lues dans les formulaires.

Remarque 2 : En cas d’encastrement, il suffit
d’ajouter une travée fictive non chargée de
longueur nulle appuyée sur un appui simple et
un appui double.

mm

A' 1 wdt Ai+1

| I—i | | I—i+1 |
I | | |
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Application
esa&:;/u
TTAFET ST TT  wal ce.cn.
Ao 44 ﬂuh., — el [LEEETEL ) 5
pme g B g TR g4/

2. Détermination des rotations en A, par
lecture dans les formulaires cf. M1c(10).

p= S byl o: S hal

ﬁgﬁ%éﬁﬁ#%*

3
0 __ pl a)O
24E] ai

wWg1 =

3. Détermination de M, par application de
la formule des 3 moments.

Li 1+2(Li+l‘i+1)M +l‘i+l i+l

6M, + 2(6 + 6)M, + 6M, = 651 Z2PL
/" ! //Z B 24EI

(0] (0]
—pl®>  —50x6°
48 48

Ml == = _225 kN.m

Méthode des 3 moments

=6El( wy; - ay;) { Yo + Y1

4. Détermination des actions de liaison.

F:S”gﬂ/m,

2,00

PFS: (SF/x=0
>Fly=0

SM/A, =0

4

2F/x = 0 inutile
-50x6=0
—-225-50X60Xx3 + 6Y,=0
Y1=187,5 kN

Y, =112,5 kN

75

il: L‘%

[TLIITT], )#4, [0

Systeme hyperstatique de degré 1: poutre continue avec un appui simple excédentaire.

M4

PFS:{

SF/x=0
SFly=o0
SM/A, =0

o inutile

>F/x = 0 inuti
Yo +Y1-50x6 =0

+225+ 50X60X3 - 6Y,=0

Y1=187,5 kN
Y, =112,5 kN



Méthodes énergétiques

Expression de I'énergie potentielle de déformation (ou potentiel interne)

Hypotheses

* Cas des poutres droites a plan moyen de symétrie chargées dans ce plan.
* Ennégligeant les déformations dues a I'effort tranchant.

e e e e o o

En géneral, on utilisera les expressions suivantes:

Poutre de | Pour une poutre en flexion simple et composée :
longueur L | [M . I{I}] En négligeant les
L 2 2 we =’E J- Tir déformations dues
11% =lJ‘ [N(x)] + [Mz (x)} dx cERPe Ge a l'effort normal
‘29 EA El, Poutre une poutre bi-articulée, soumise a N(x) = Cte
Structure composée W 1 j- [.N {J: ]]‘ of | NI
de poutres droites * T3 | EA Y EA
2 2 | LS L
w L p (V6T DT
e EA El, Remarque 1: En flexion simple, les énergies de déformation de
structure Z

I’effort tranchant sont en général trés inférieures a celles du
moment fléchissant.

Remarque 2 : En flexion composée, les énergies de déformation
de ’effort tranchant et de I’effort normal sont en général tres
inférieures a celles du moment fléchissant.
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Méthodes énergétiques

Théoréme de I’énergie élastique

L’énergie de déformation est égale —
B! NeStEEAE | Waesr = ATpx
au travail des forces extérieures. i A e
Aussi appelé « Principe de Clapeyron »

Remarque 1: Ne permet pas de lever I’hyperstaticité d’un systéme.

Remarque 2 : Ne permet pas de calculer le déplacement en un point
ou il n’y a pas d’effort appliqué.

On retiendra: le principe de superposition n'est pas applicable a

I'énergie potentielle élastique car We est une forme quadratique des
forces appliquées

77

Démonstration

Théoreme fondamental de I’énergie
AT + AQ = AU + AT,

Energie / 7\ /\\ ‘\ Travail des

cinétique Chaleur Energie forces
interne extérieures

fStatique: AT =10
Adiabatique: A} =10

L’énergie interne est lié a
I’énergie de déformation : AU = — Wy,
-




o Démonstration

aw On sait que
Théoréme de Castigliano = "« = 5
aF,

W = 3 Z U :.qf" Avec ¢; le coefficient d’influence

Considérons une poutre (T') et n forces. - :—-1 Rappel : ¢; = ¢; (théoréme de réciprocité)

W : énergie interne
W=W(F,F.F)

W=;
Application
—> Px
Pi 0<x<l/2 M(X)=— 1 lMZ
2 W=Wdéf=—f — dx
—Px Pl 2), EI
Al é; BI lJ2<x<l Mkx) =— 5 +2
7@ wo L l/szxzd +fl (—Px+Pl)2d 1 (PR _ow PP
PR SN PSRN _ZEIfo ¢ )\ 7)) ¥ T\ ) ==/ =5 T asm
e ’ >
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Méthodes énergétiques

Théoreme de Ménabréa

Dans une structure hyperstatique quelconque dont les
liaisons surabondantes ont été réalisées sans lui imposer de
déformation élastique, les valeurs des réactions
hyperstatiques correspondantes a I’équilibre rendent
stationnaires les valeurs de I’énergie de déformation du
systeme.

Exemple

La structure suivante est hyperstatique de degré 3.
o\
—>
M

—
RY

Ry

Dans la structure isostatique associée, Ry, Ry et M
sont les inconnues hyperstatiques qui garantissent
des deplacements et une rotation nulle

aw ow _ W
Ry  ORy M~

Remarque : a utiliser pour lever I’hyperstaticité d’un systeme.

79

Théoréme de la charge fictive

Siil n’y a pas d’effort a I’endroit ot I’on veut calculer le
déplacement, il suffit d’ajouter une force fictive X.

Application

Calculez'la'ﬂeche'a'l extremlte'de'la'poutre !

mmw |

l< - >l

M= 1“;_3’2 M = =X~ D)l

—pf_!—x]"'! ﬂM_
e (T WS ()
i t id aw 1-[' a”m:

i el

I )2
ﬂJi' N=0 ETJ‘ lu—yt—/ﬂ][-—{f—ﬂ}dr

X=0

3
r'i‘_l'l-" = M 1 Dériver dans I'intégrale
dx  El 2 2 Poser X=0
pl4 3 Intégrer
/= 8EI



Méthodes énergétiques

Théoreme de Miiller-Breslau

Le travail d’un effort unitaire appliqué a une M x A_lj
structure est égal au travail des efforts AJ- = j El
internes qu’il développe dans cette structure. structure

Direction’
de F;

E : Module d’élasticité longitudinale ou module d’Young

I : Moment quadratique

A ; : Déplacement au point j,

M : Moment de flexion, dans la structure étudiée (S )

M; : Moment de flexion, dans (?j) qui correspond a la structure
initiale (S) soumise a un facteur sollicitant unité (force unité ou
couple unité =1 ) appliqué au point .

Dans le cas de structures composées de poutres et de barres bi-
articulées:

MxM . N
] MM,y NNy
structure EI poutres bi-articulées EA

Application : voir page suivante
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Généralisation du théoréme de Castigliano
Particularisation du théoréme de Bertrand de Fonviolant

Démonstration
On sait que:
W—lf (N—2+TL2+M—2)ds
2 structure EA GSy EI
ow o
A; = B_P} (Castigliano)

Pour simplifier, on considérera uniquement I’énergie de
déformation liée au moment fléchissant.

ol f M? s ow j MoM
= — —_— — ——ds
2 structure EI ‘ aF_'I structure EI aF_'l

D’apreés le principe de superposition
_ oM _

A f MM; p
! structure ET

Remarque 1: a utiliser pour déterminer un déplacement.

Remarque 2 : a utiliser pour lever I’hyperstaticité d’un
systeme, en constatant un déplacement nul au niveau
de I'inconnue hyperstatique a lever.

Remarque 3 : on pourra utiliser les intégrales de Mohr
pour simplifier les calculs de I'intégrale.



Méthodes énergétiques

Théoréme de Pasternak Pour déterminer le déplacement en un point J

. d’une structure hyperstatique suivant une Application
M x direction donnée, on applique en ce point J o
|-d_f - -" { ] { }d.l' dans une de ses structures associées Calculez!la!flechelall'extrémité!dellalpoutre.!
| . - ET | |s'ostajc|ques (str:u?ture virtuelle) sglv,ant la —
y direction souhaitée une charge unité. ¢ ¢ ¢ ‘L ¢ ‘L ¢p-
Structure réelle (S ) /1

M(x) représente le
moment fléchissant dans

la structure réelle L VVYVVYY l/ \L l/ l/li/ l/ l/ l/ l/ I‘ " >I !

M ] représente le J
£ s =y 3
moment fléchissant dans y Structure Pl o -p(l = x)

la structure isostatique isostatique associée )
associée soumise a un ((‘g’:‘je”e) 1 1
facteur sollicitant unité ( N /|
= 1) appliqué au point J x = J 2 /|

Dans le cas de structures composées de poutres et de barres bi-articulées : -1 I/

0 —o M=—(1-x)
M x M NxN;
Aj = —dx + Z —L Intégrales de mohr (cf. page suivante):
—orticutces EA L
structure poutres bi—articulées J' m, ( x)x m. ( )X dr = — LM M

_11 —pl? i
/= j_dr HE( ){” BET
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Méthodes énergétiques

L
Intégrales de Mohr J, me(x)m; (x)xd
M'. |iM .
J J,
ol 2 3 e SN N2 [ 2 NN %
L L
m,(x) L L L L L L
1 1y ( .) 2 2 2 1 1
MI LMM, —LMM, SIM\M;+ M) | = LMM, “LMM, “IMM, ~LM.M, ~LM.M,
L
1 1 1LM(2M +M,) 1 5 1 1 L,
Milt 5LM,.MJ. ~LMM, JLMM+ M) | — LM M ELM,.Mj —LMM, —LM.M, o MM,
L
L S —
j L ! lLM(M +2M’) ! ! 5LMM 1LMM 1LMM
Mi] ELM,.MJ. —LM M, o MM i ELM,-M,- ZLMiMj 1o M 1o Vit
L
1 INE! |1 (MM MM Y L N 1 1 1
MI\AITi ELMJ.(M,.+M,.) gLMJ.(zM,.+M,.) . [M'iM,-+2M',.M'j Sim (M + ) 5 M o LM, ELMJ.x ELMJ.X
' - ! (5M;+3M";) | (3M,+5M",) | (3M,+M",) (M, +3M",)
! ! 1 1 1 1 1
M, %LMiMj éLMiMj(l.,.‘zJ M{l+%)+ *LMfMi(1+ ZJ ELMiij ELM,.MJX ELM,'M,X ELMiMJx
7LM,- ar 1+£ 3 3x' x|2 3 3x x2 3x' x2 3x x|2
K X L LD T L L '
L
M. 1 1 1
A 1LM.M. lLM.M. fLMi(Mj+M’j) iLM.M. —7LM.M. —7LM,M lLM.M. lLM.M
2 4 4 12 48T 48 T 48 Y 48 Y
L2 L

Dans le tableau, M,, M;, M;, M';, sont les extremums des fonctions m,(x) et m (x). lls sont & prendre en valeurs algébriques.

Remarque : il existe d’autres tableaux.
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